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EN ROUTE VERS LE BACCALAUREAT

Comme vous le savez, la réforme du Baccalauréat est entrée en vigueur progressivement jusqu’a I'année
2021, date de délivrance des premiers diplomes de la nouvelle formule.

Dans le cadre de ce nouveau Baccalauréat, notre Etablissement, toujours attentif aux conséquences des
réformes pour les éléves, s’est emparé de la question avec force énergie et conviction pendant plusieurs
mois, animé par le souci constant de la réussite de nos lycéens dans leurs apprentissages d’une part, et par
la pérennité de leur parcours d’autre part. Notre Etablissement a questionné la réforme, mobilisé I'ensemble
de son atelier pédagogique, et déployé tout son savoir-faire afin de vous proposer un enseignement tourné
continuellement vers I'excellence, ainsi qu’une scolarité tournée vers la réussite.

e Les Cours Pi s’engagent pour faire du parcours de chacun de ses éleves un tremplin vers I’avenir.

e Les Cours Pi s’engagent pour ne pas faire de ce nouveau Bac un dipléme au rabais.
e Les Cours Pi vous offrent écoute et conseil pour coconstruire une scolarité sur-mesure.

LE BAC DANS LES GRANDES LIGNES

Ce nouveau Lycée, c’est un enseignement a la carte organisé a partir d’un large tronc commun en classe de
Seconde et évoluant vers un parcours des plus spécialisés année apres année.
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CE QUI A CHANGE

e Il n’y a plus de séries a proprement parler.

e Les éleves choisissent des spécialités : trois disciplines en classe de Premiére ; puis n’en conservent que
deux en Terminale.

e Une nouvelle épreuve en fin de Terminale : le Grand Oral.

e Pour les lycéens en présentiel I'examen est un mix de contrdle continu et d’examen final laissant envisager
un diplédme a plusieurs vitesses.

e Pour nos éléves, qui passeront les épreuves sur table, le Baccalauréat conserve sa valeur.

CE QUI N’A PAS CHANGE

* Le Bac reste un examen accessible aux candidats libres avec examen final.

* Le systéme actuel de mentions est maintenu.

* Les épreuves anticipées de frangais, écrit et oral, tout comme celle de spécialité abandonnée se dérouleront
comme aujourd’hui en fin de Premiere.
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A I'occasion de la réforme du Lycée, nos manuels ont été retravaillés dans notre atelier pédagogique pour
un accompagnement optimal a la compréhension. Sur la base des programmes officiels, nous avons choisi
de créer de nombreuses rubriques :

Suggestions de lecture pour s’ouvrir a la découverte de livres de choix sur la matiére ou le sujet
L’essentiel et le temps du bilan pour souligner les points de cours a mémoriser au cours de I'année

A vous de jouer pour mettre en pratique le raisonnement vu dans le cours et s’accaparer les ressorts
de I'analyse, de la logique, de I'argumentation, et de la justification

Et enfin ... la rubrique Les Clés du Bac by Cours Pi qui vise a vous donner, et ce dés la seconde, toutes
les cartes pour réussir votre examen : notions essentielles, méthodologie pas a pas, exercices types et
fiches étape de résolution !

MATHEMATIQUES PREMIERE
Module 4 — Géométrie

L'AUTEURE

Sylvie LAMY

« Faire des maths c'est jouer aux legos. Il s'agit d'assembler des briques pour solutionner des
problemes ». Diplémée de [Ecole Polytechnique et agrégée de Mathématiques, elle poursuit
| aujourd'hui son parcours professionnel a l'nstitut Géographique National et au Ministére des
/ Transports comme chargée de mission sur les projets spatiaux. Passionnée par les sciences physiques,
son approche pédagogique réside dans la transmission du raisonnement scientifique. Elle attend de ses
éléves de comprendre et dexpliciter leur démarche dans la résolution des problemes.

PRESENTATION
Ce cours est divisé en chapitres, chacun comprenant :

Le cours, conforme aux programmes de I'Education Nationale

Des exercices d’application et d’entrainement

Les corrigés de ces exercices

Des devoirs soumis a correction (et se trouvant hors manuel). Votre professeur vous renverra le
corrigé-type de chaque devoir apres correction de ce dernier.

Pour une manipulation plus facile, les corrigés-types des exercices d’application et d’entrainement sont
regroupés en fin de manuel.

CONSEILS A L’ELEVE

Vous disposez d’un support de Cours complet : prenez le temps de bien le lire, de le comprendre mais surtout
de I'assimiler. Vous disposez pour cela d’exemples donnés dans le cours et d’exercices types corrigés.
Vous pouvez rester un peu plus longtemps sur une unité mais travaillez régulierement.
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LES FOURNITURES
Vous devez posséder :

e une calculatrice graphique pour I’enseignement scientifique au Lycée comportant un mode examen
(requis pour I’épreuve du baccalauréat).

e un tableur comme Excel de Microsoft (payant) ou Calc d’Open Office (gratuit et a télécharger sur
http://fr.openoffice.org/). En effet, certains exercices seront faits de préférence en utilisant un de ces
logiciels, mais vous pourrez également utiliser la calculatrice).

LES DEVOIRS

Les devoirs constituent le moyen d’évaluer l'acquisition de vos savoirs (« Ai-je assimilé les notions
correspondantes ? ») et de vos savoir-faire (« Est-ce que je sais expliquer, justifier, conclure ? »).

Placés a des endroits clés des apprentissages, ils permettent la vérification de la bonne assimilation des
enseignements.

Aux Cours Pi, vous serez accompagnés par un professeur selon chague matiere tout au long de votre année
d’étude. Référez-vous a votre « Carnet de Route » pour l'identifier et découvrir son parcours.

Avant de vous lancer dans un devoir, assurez-vous d’avoir bien compris les consignes.

Si vous repérez des difficultés lors de sa réalisation, n’hésitez pas a le mettre de c6té et a revenir sur les
lecons posant probléme. Le devoir n’est pas un examen, il a pour objectif de s’assurer que, méme quelques
jours ou semaines aprés son étude, une notion est toujours comprise.

Aux Cours Pi, chaque éléve travaille a son rythme, parce que chaque éléve est différent et que ce mode
d’enseignement permet le « sur-mesure ».

Nous vous engageons a respecter le moment indiqué pour faire les devoirs. Vous les identifierez par le
bandeau suivant :

Vous pouvez maintenant = g
faire et envoyer le devoir n°1 M

Il est important de tenir compte des remarques, appréciations et conseils du professeur-correcteur. Pour
cela, il est trés important d’envoyer les devoirs au fur et a mesure et non groupés. C’est ainsi que vous
progresserez !

[Donc, des qu’un devoir est rédigé, envoyez-le aux Cours Pi par le biais que vous avez choisi : \

1) Par soumission en ligne via votre espace personnel sur PoulPi, pour un envoi gratuit, sécurisé
et plus rapide.

2) Par voie postale a Cours Pi, 9 rue Rebuffy, 34 000 Montpellier
Vous prendrez alors soin de joindre une grande enveloppe libellée a vos nom et adresse, et
affranchie au tarif en vigueur pour qu’il vous soit retourné par votre professeur

N.B. : quel que soit le mode d’envoi choisi, vous veillerez a toujours joindre I'énoncé du devoir ;
plusieurs énoncés étant disponibles pour le méme devoir.

N.B. : si vous avez opté pour un envoi par voie postale et que vous avez a disposition un scanner, nous
vous engageons a conserver une copie numérique du devoir envoyé. Les pertes de courrier par la Poste
frangaise sont trés rares, mais sont toujours source de grand mécontentement pour I’éléve voulant

kconstater les fruits de son travail. J
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# VOTRE RESPONSABLE PEDAGOGIQUE

Professeur des écoles, professeur de francais, professeur de maths, professeur de langues : notre Direction
Pédagogique est constituée de spécialistes capables de dissiper toute incompréhension.

Au-dela de cet accompagnement ponctuel, notre Etablissement a positionné ses Responsables pédagogiques
comme des « super profs » capables de co-construire avec vous une scolarité sur-mesure.

En somme, le Responsable pédagogique est votre premier point de contact identifié, a méme de vous guider
et de répondre a vos différents questionnements.

Votre Responsable pédagogique est la personne en charge du suivi de la scolarité des éléeves.
Il est tout naturellement votre premier référent : une question, un doute, une incompréhension ? Votre
Responsable pédagogique est la pour vous écouter et vous orienter. Autant que nécessaire et sans aucun

surcodt.

f QUAND Du au horaires disponibles sur votre carnet de route et sur PoulPi.
PUIS-JE
LE

. JOINDRE ?

) QUEL les parents et les éléves.

EST la mise en place d’'un accompagnement individualisé de I'éleve.
SON les outils pédagogiques.

@ ROLE? et les différents professeurs.

# VOS PROFESSEURS CORRECTEURS

Notre Etablissement a choisi de s’entourer de professeurs diplomés et expérimentés, parce qu’eux seuls ont
une parfaite connaissance de ce qu’est un éléve et parce qu’eux seuls maitrisent les attendus de leur
discipline. En lien direct avec votre Responsable pédagogique, ils prendront en compte les spécificités de
I’éléve dans leur correction. Volontairement bienveillants, leur correction sera néanmoins juste, pour mieux

progresser.
£ QUAND Une question sur sa correction ?
PUIS-JE e faites un mail ou téléphonez a votre correcteur et demandez-lui d’étre recontacté en
LE lui laissant un message avec votre nom, celui de votre enfant et votre numéro.

& JOINDRE ? e autrement pour une réponse en temps réel, appelez votre Responsable pédagogique.

# LE BUREAU DE LA SCOLARITE

Placé sous la direction d’Elena COZZANI, le Bureau de la Scolarité vous orientera et vous guidera dans vos
démarches administratives. En connaissance parfaite du fonctionnement de I'Etablissement, ces référents
administratifs sauront solutionner vos problématiques et, au besoin, vous rediriger vers le bon interlocuteur.

f QUAND Du au horaires disponibles sur votre carnet de route et sur PoulPi.
PUIS-JE 04.67.34.03.00
LE scolarite@cours-pi.com

L JOINDRE ?
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INTRODUCTION

La trigonométrie, cette nouvelle vision des angles avec
le nombre 1t et une nouvelle unité : les radians. Mais
tout d’abord, d’ou vient le terme trigonométrie ?

Le mot « trigonométrie » vient du grec et signifie
« mesure des triangles ». Il s’agit donc de I’art de
mesurer des angles.

C’est I'astronome grec Hipparque qui deux siecles avant JC, a créé la trigonométrie en calculant les premiéres
tables trigonométriques (calculs de sinus, cosinus et tangente d'un angle). Cet outil lui a notamment permis
de mesurer le rapport des distances entre la Terre, la Lune et le Soleil.

Cette notion va ensuite nous permettre d’utiliser le produit scalaire tant utilisé par Descartes et surtout
Galilée dans le domaine de la physique.

Ce module va donc permettre de marcher dans les pas de ces illustres scientifiques et de découvrir cette
nouvelle vision des mathématiques.

Application du produit scalaire - Travail d’une force (source wikipedia)
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CHAPITRE 1
TRIGONOMETRIE, ANGLES EN RADIANS

Dans ce chapitre, vous allez revoir la trigonométrie et découvrir une
unité de mesure d'angles tres importante : le radian. Par la suite, de
nouvelles définitions du sinus et du cosinus vont vous étre
apportées. Enfin seront étudiés les angles associés et les équations
et inéquations trigonométriques.

Q COMPETENCES VISEES

= Cercle trigonométrique. Longueur d’arc. Radian.

= Enroulement de la droite sur le cercle trigonométrique. Image d’un
nombre réel.

= Cosinus et sinus d’un nombre réel. Lien avec le sinus et le cosinus dans un
triangle rectangle. Valeurs remarquables.

Q PREREQUIS

= Sinus et cosinus d'un angle.
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ACTIVITE

Un point M peut se déplacer sur le cercle, soit dans le sens anti-horaire appelé sens direct, soit dans le sens
horaire appelé sens indirect.

Le point M part de | dans le sens direct.

1. Indiquer le sens de parcours sur le schéma ci-dessus.
2. Quel est le périmétre du cercle ? ..........

3. Quelle distance a parcouru M :

a. Quand il repasse la premiére fois au point 1 ? .............
Pour la seconde fois ? ..............

b. Quand il passe la premiére fois au pointJ ? ................
Pour la seconde fois ? .......cceueuee.

c. Quand il passe la premiére fois au point B ? .................
Pour la seconde fois ? ......cccccueuennee.

La longueur parcourue est appelée angle en radians.

. 27
4. Le point M a parcouru Tﬂ .

a. Faire la division euclidienne de 27 par 4, puis compléter :

270 .l T
— T, n+—
4 L

b. Le point M a donc parcouru ................ tours complets puis a parcouru .................. ,
soit les ......... du demi-cercle.

c. Il seretrouve donc au point ...............
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SOLUTIONS DE L’ACTIVITE

2. Quel est le périmetre du cercle ? 2n
3. Quelle distance a parcouru M :
a. Quand il repasse la premiere fois au point | ? 2m
Pour la seconde fois ? 4t

T
b. Quand il passe la premiere fois au point J ? >
s
Pour la seconde fois ? > + 2

41T

c. Quand il passe la premiére fois au point B ? Y
. 2 4

Pour la seconde fois ? ?+27r =—

27
4. Le point M a parcouru T” .

a. Faire la division euclidienne de 27 par 4, puis compléter :

277‘[_6 +37r
L)

3T
b. Le point M a donc parcouru 3 tours complets puis a parcouru R soit les 74 du demi-cercle.

c. Il seretrouve donc au point A.

@ TRIGONOMETRIE, ANGLES EN RADIANS
Cercle trigonomeétrique, enroulement de la droite

Cercle trigonométrique

L’ESSENTIEL

Le cercle trigonométrique est le cercle de centre O et de rayon 1 sur lequel on a choisi
comme sens de parcours le sens inverse a celui des aiguilles d’'une montre.

Ce sens est appelé sens direct ou sens trigonométrique ou sens anti-horaire.
Le sens contraire est appelé sens rétrograde ou indirect ou horaire.

Voir schéma a la page suivante.
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Enroulement de la droite numérique

On reprend les notations du cercle trigonométrique.

On considere la droite graduée d tangente au cercle

trigonométrique en |, le point d’abscisse O de la droite graduée ] +00
étant confondu avec |. On enroule la demi-droite correspondant

aux abscisses positives dans le sens direct, et la demi-droite x2
correspondant aux abscisses négatives dans le sens indirect (ou

sens rétrograde).

On peut alors faire correspondre a chaque abscisse de la droite
graduée un point image M du cercle trigonométrique.

> Le périmetre du cercle trigonométrique vaut 2.

Par conséquent, lorsqu’on a fait un tour du cercle, on
retombe sur le point |. L'image des réels 0,27,4r,..... et
des réels —27,-4r,..... est donc . M3 X3
> Plus généralement si M est I'image d’un réel x, (d) |-00
alors, il est aussi I'image des points X+ 2z, X+4x,....... et 1 1
X—2m,X—4r,....

Exemples :

. 5 L . .
J est l'image de §,£+27z=7ﬂ,... mais également en enroulant la droite dans le sens rétrograde de

@ TRIGONOMETRIE, ANGLES EN RADIANS
Une nouvelle unité : le radian

N - b1 . . o
Le périmétre du cercle vaut 2m. Donc la longueur de 1J vaut 3 ce qui correspond a un angle de 90°. Par

construction, x est la longueur de I'arc OM.. La longueur de I'arc de cercle est proportionnelle a I'angle IOM

angleendegrés | d | 90
90 180
ps d=—x=—x ou x=——-d
angle en radians | x By K4 V4 180
2
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On admet que I'on peut généraliser a tous les angles géométriques. On a donc défini une nouvelle unité
d'angle appelée radian (symbole : rad).

L’ESSENTIEL

1 rad est la mesure de I'angle géométrique interceptant un arc de cercle de longueur

1 sur le cercle trigonométrique.
1 rad=57,3°

Les correspondances suivantes doivent étre connues par coeur !

Angle en degrés | 0 30° 45° 60° 90°

Angle en radians | 0

o
&~
w |
NN

On peut en déduire directement certaines mesures :

Exemples :

o

150=39 4onc 150~
2 12

ST TN NN NN NN RN NN RN NN RN NN NN NN NI NN NN NN NN NI NN NN NN RN EEEEEINENEEEEEEEENEEREREREREES

A VOUS DE JOUER 1

Compléter :

*
=

135°=90°+......... —= 75 =i 120° =i

Compléter le tableau :

Angle en degrés | 135° | .......... 75° 120°

Angle en radians | ......... — | s | e,

AN NN NN NSNS E NN NSNS E NN NN EENEEEEEEEEEEEEE,
.
NN I NN SN I NN NN NS EE NN NN NN NN ENEEEEEEEEEEE

RN NN NN NN NN NS S AN NN NS EEEEN NN NS A AN NN N EEEENN NN EEEEENNEEEEENNNNEEEEENNNNEEEEENEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEessssmneeessmns®

Placer les images de réels par enroulement de la droite numérique sur le cercle trigonométrique. Il faut placer
le point qui correspond a I'angle géométrique en degrés, en tenant compte du sens. On a placé ci-dessous
les angles remarquables dans le premier quadrant.

M
w3

P

=B

o
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Exemples :
. . . 57 T
On veut placer les points A, B, C et D images respectivesde: a=r bz? c=——
e T correspond a 180° (angle plat) . On place A.
° b:%r soit 150°,0u encore 180°—30°

On peut également remarquer que : b=7[—%

Vs . . < g
. C:_Z Il faut donc partir dans le sens rétrograde pour un arc correspondant a 45°.

g
=
/‘\
- o N
Q
\
N

Pour les quadrants du bas, on mettra les valeurs dans | — m; ] et [0; 27[.

‘Tf
............ 2

Q A VOUS DE JOUER 2
H * \

w3
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L’ESSENTIEL

an
Méthode générale pour trouver le point image des angles positifs de type 7

On essaie de se ramener a un angle de l'intervalle ]-Tt; 1]

e on fait la division euclidiennede aparb:a = bq +r

: : T
®-si g est pair : on place =

. . . rn
e -si g est impair : on place— — T

Pour un angle négatif, on calcule I'angle positif correspondant et on prend I'opposé. Remarque : ce n'est pas
toujours la méthode la plus rapide, mais elle a I'avantage d'étre systématique.

Pour un angle négatif, on calcule I'angle positif correspondant et on prend I'opposé.
Remarque : ce n'est pas toujours la méthode la plus rapide, mais elle a I'avantage d'étre systématique.

Exemples :
On veut placer le point A image de : a=5?Tﬂ ¢
55=13x4+3 =13 +37T L S
= a=13n 2 a = 2 T = 7
On veut placer le point B image de : b=—5?T”
3 3 [T
50=14x4+3 b=—(14n+T) b’=—T Al
0
1. Onveut placer le point A image de : azzBTﬂ
T
43 =...... X6+1 a=.......... T+ A =i TP
6
5
2. Onveut placer le point B image de : b=—3T”
35 =i X342 D= —(oeeeeeeieaiieeaanens, ) b = (e ) S

Autre méthode : on ajoute 12m a b.

—35—7[+127z= ..............
3

© Cours Pi Mathématiques — Premiére — Module 4 9



L’ESSENTIEL

Parmi les points donnant la méme image par enroulement de la droite, un seul
appartient a l'intervalle . On I'appelle mesure principale de I'angle.

@ TRIGONOMETRIE, ANGLES EN RADIANS
Cosinus et sinus d’un nombre réel

Nouvelle définition du cosinus et du sinus

L’ESSENTIEL

Soit x un nombre réel et M son image par I’enroulement de la
droite sur le cercle trigonométrique.
e |’abscisse de M est appelée cosinus du réel x. Elle est notée
CoS X.
¢ 'ordonnée de M est appelée sinus du réel x. Elle est
notée sin x.

> Notation : (cos x)? = cos? xet (sinx)* =sin’ x

L’ESSENTIEL

Pour tout réel x:

1) —-1<cosx<1

2 -1<sinx<1

(3) cos?x+sin?x=1

(4) cos(x+2m) =cosx

(6) sin(x+ 2m) =sinx

Justifications :
Les images d’un réel par enroulement de la droite sont sur le cercle trigonométrique. Leurs abscisses et
ordonnées sont donc comprises entre -1 et 1. On en déduit les inégalités (1) et (2).

Le triangle OAB est rectangle en A. D’aprés le théoreme de Pythagore :
OM’ =0A” + AM® = OA” + OB’
Avec: OM=1 (rayon du cercle trigonométrique), OA =cos x,0B =sinx
On en déduit I'égalité (3).
Les égalités (4) et (5) sont issues de la remarque faite au paragraphe précédent.

© Cours Pi Mathématiques — Premiére — Module 4 10



A VOUS DE JOUER 4

SIN(X+27) = eeiveeeeinnnn.

COS(X —AT) =i

AR NN EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEN,

Lien avec les cosinus et sinus au college

. 7 L s
Pour x compris entre 0 et 5 le point image est sur I'arc IJ.

Ses coordonnées sont M(cos x;sinx).

x est également I'angle en radian de IOM.

Dans les triangles OHM et OH’M, on a par conséquent :

coté adjacent H cosx
cos(HOM) = cote adjacent _ OH _

- = = =COoSX
hypoténuse  OM

cété opposé i
sin(HOM) :¢ _ O _sinx_ sinx
hypoténuse OM 1

1. Lesinus d'un angle se lit sur |'axe des ......
Le cosinus d'un angle se lit sur I'axe des .......ccocevevevevevnrierennnne.

2. Réécrivez en fonction de sinx ou cosx .

c0s® X —sin X =C0S* X — (Leveeuerreerereeerann.

Nz

» Sixcorrespond a I'angle géométrique HOM, les angles x + 2k (pour k dans Z) correspondent au méme

angle géométrique.

Valeurs particulieres d’angles et de leur cosinus et sinus

Ces valeurs doivent étre connues par cceur.

Angle en degrés 0 | 30° 45° 60° | 90°
Angle en radians 0 z z r z
6 4 3 2
1
B2
2 2 2
0 — ﬂ ﬁ 1
2 2

Les justifications font I'objet d’exercices.

»  Sur une calculatrice, il faut toujours vérifier si les fonctions trigonométriques calculent en radians ou

en degrés.

© Cours Pi Mathématiques — Premiére — Module 4
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A VOUS DE JOUER 5

Complétez le tableau :

*
.
[Tl

.
’0

Angle en degrés | R ° 45° | ... ° 90°
Angle en radians % ...........................
cosx | N T TR RO 0

‘e

*

AN NN NN NN NN NN NN NS NE NN EEEEEENEEEEEEE,

*
EE NS E SN NN NN NS EEEE NN NN NN EEE NN NN NN NS EEEE NN NN NN SEENEENEENEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEssssssnsnn’®

@ TRIGONOMETRIE, ANGLES EN RADIANS
Angles associés

» testun angle associé a x si cos tet sint s’exprime en fonction de cos xet de sin x.

L’ESSENTIEL

Pour tout réel x :

(1) cos(— x) = cos x sin(—x) = —sinx

(2) cos(m + x) = —cosx sin(m+ x) = —sinx
cos(m—x)=—cosx sin(m—x)=sinx

J J J
7T+rﬂj 77777 0 D_
i i i el i
x ) / T\ i x|
Ot i o 0
H |
Y N
€0s(—X) = cOos X cos(7r + X) =—C0s X cos(z — X) =—Cos X
sin(—x) =—-sinx sin(z + X) = —sin x sin(z — X) =sin x

Justifications :

Les égalités (1) sont issues de la symétrie par rapport a I’axe des abscisses de M et M'. Les égalités (2) sont
issues de la symétrie par rapport a O de M et M’.

Egalités (3) :
cos(z — x) =cos(—(7 — x)) = cos(x — ) =cos(x — 7 +27) =cos(x + ) =—cos x

sin(z —x) =sin(—(7 — x)) =—sin(x — 7) = —sin(x — 7+ 27) =—sin(x + ) =sinx

» Quelques petits repéres : ajouter ou soustraire un multiple de 7 conserve le cosinus et le sinus en
changeant éventuellement de signe.
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Ces formules permettent de simplifier des expressions et de trouver la valeur du sinus et du cosinus d'angles

remarquables.

Exemples :
Simplifier : cos(x — )+ cos(x+37)
cos(x — )+ cos(x +37) =—cos x + cos(x + 77) = —cos x —cos x = —2Cos X

sin(zz — x)+sin(x +37x)=sinx +sin(x+ 7) =sinx—cosx =0

)

cos(%) =cos(z —%) = —cos(—%) = —cos(z) = —T

A VOUS DE JOUER 6

Réécrire en fonction de sin x ou cos x :

COS(X+ ) =rrreeeecrerreeeeenenn,
SIN(X 4 27) = e,
: COS(T = X) = creeeeereeeeeecieeinns
SIN(X+37) =i g
: A VOUS DE JOUER 7
: Remplissez mes espaces vide : :
cos(x +137)+cos(—X + 5677) = COS(uvurrerrmreeaannns | e o{s Y (S ) = s =0
sin(4zr —x)+sin(x+97z)=sin(.ccccevereennn. JHSIN(ieeieerieieeneenn, ) = e S e
sin(7—ﬁ):sin(ﬂ:+ .................... ) =—sin( ) = e
@ TRIGONOMETRIE, ANGLES EN RADIANS
Equations et inéquations trigonométrique

B T T P T T P T P P P T LT PP PP PP TP PP PPPP TP PTPPRPRPTPTOE -
; A VOUS DE JOUER 8
Aidez-vous des schémas pour répondre : :
i . 1. Tracez la droite d'équation x = %
En déduire les solutions de I'équation :
Cosxzédans]—n;n]
© Cours Pi Mathématiques — Premiére — Module 4 13
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.0
*

N . 1
2. Tracez la droite d’équation y= 7
En déduire les solutions de I'équation :

. 1
sinx = Edans] — ;7]

‘s sEsEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

‘e

*
P4

SENEEEEEEEEEEEEEEEREEEEREEREREEREEY,,

NN NN NN NN NN NSNS NN NN NS NN NN NN NN NN NN N NSNS NN NN NN NN NN EEEEE NN NEEEEEN NN EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEn®

Résolution des équations simples cos x = a ou sin x = a sur un intervalle
d’amplitude 21

La plupart du temps, les intervalles seront 1— ;7] ou [0;27]

On a vu précédemment les formules suivantes :

cos(—x) =cosx sin(m—x)=sinx

T .
L |
x et —x ont le méme cosinus x et t—x ont le méme sinus.

Ces formules vont permettre de résoudre les équations trigonométriques de type : cosx=a et sinx=a

L’ESSENTIEL

Résoudre cos x = a sur un intervalle d'amplitude 2T

Si:a & [—1; 1]: I'équation n'a pas évidemment de solution.

Si a € [—1; 1], on cherche un angle 8 tel que : cos x = cos 6

Les solutions sont & et-6 a2m pres.

On ajoute ou on retranche éventuellement 2, 4, ... pour étre dans le bon intervalle.

»  On peut s’aider du cercle trigonométrique pour trouver une valeur de 6.

© Cours Pi Mathématiques — Premiére — Module 4 14



Exemples :

. 2
1. Résoudre dans I=]—r;7] : cosx=—

\/E s T T
COSX = — & COSX = (C0S— :{_;__}
2 4 4 4

2. Résoudre dans [ =[0;2x[ : cosx=

N|§|U§N

V2 m
COSX=7<:>COSX'=COS—

4
. . s . 7
Zel mais —Z¢1I :onajoute 2 A cette solution. —~+ 2w ="— S = {2;7—”}
4 4 4 4 4° 4

L’ESSENTIEL

Résoudre sinx = a sur un intervalle d'amplitude 21

Si:a & [—1; 1]: I'équation n'a pas évidemment de solution.

Si a € [—1; 1], on cherche un angle & tel que : sinx = sin 6

Les solutions sont & et T — 6@ a 2w pres.
On ajoute ou on retranche éventuellement 2, 4, ... pour étre dans le bon intervalle.

Exemple :

2
Résoudre dans /=[0;27][ sinx:—T:

smx=—7<:>smx=sm(—z)
s . T T
—ZQEI on ajoute 2 a cette solution. _Z+ ZTL'ZT
T +7r_5n 57T€I
S e
_ o 7m
- { 4‘ ) 4‘}

Attention : cette méthode ne marche pas pour résoudre une équation de type :

V2 V2

g
*

cos2x = > ou sinZ2x = >
A VOUS DE JOUER 9
Résolvez dans I = [0; 27| 2 sinx = V/3: :
2sinx =V3 & sinx =................ S SINX=SMeiiiiiiiininnnn,
: U :
: —etm—.......... .
: 3 & :
: e (sont/ne sont Pas) ....ccceeeeveerieenieeneeenns dans [ :
S={i, } :

*
S
EE NN NN NN NN NN NN NN NN SN NN NN NN SN NN NN NS NN NN NN NN NN NN NN NN NS NN NN NN NS NN NN NEENENENEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEnmnnns®
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Résolution des équations cosa = cosb et sina=sinb surR

L’ESSENTIEL

Soient x et a deux réels.

e cosx=cosaex=a+2km ou x =—a+ 2kw keZ
e sinx=sinaex=a+2kmou x=mw—a-+2km keZ

Exemples :

sinx=sin%<:>x=%+2k7r ou x=7z—%+2k7r=4—”+2k7r keZ

cos3x=cos§©3x=%+2kﬂ ou 3X=7T—§+2k72'=2?ﬂ-+2k72' keZ

7w 2krx 2w 2krx
=—+—— 0oU X=—+—
9 3

<X keZ

sinx=1<:>sinx=sin£<3x=£+2k7z ou X=7Z'—z+2k7l'=5—”+2kﬂ' keZ
2 6 6 6 6

A VOUS DE JOUER 10

Remplissez les espaces vide :

La suite de ce chapitre est au programme de Terminale.

Résolution des équations cosa = cosb et sina = sinb sur un intervalle

Il est fréquent de résoudre une équation sur un intervalle, généralement d'amplitude 2m, le plus souvent
1—7;7z] ou [0;27].
On doit d'abord résoudre sur R, puis chercher les solutions dans I'intervalle.

Exemples :

. . . T
1. Résoudre sur| — m; ]: sinx = sin
On résout d'abord surR:

T T T 4T
sinx=sin§(:>x=§+2knou x=n—§+2kn=?+2kn keZ

Parmi les solutions de type x =%+2k7z , on cherche celles qui sont dans |1—7;7] .

On teste différentes valeurs de k (on commence généralement par k=0 , puis k=1,k=2,k=-1,...

Ici seul k=0 convient.
A . 4 .
De méme pour les solutions de type x=?ﬁ+2k7r , seul k=0 convient.

7T 4r

Donc S={—;—
5 5

}
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2. Voila un exemple plus compliqué.

Résoudre sur 1—; 7] : sin3x=1

On résout d'abord sur R :

sin3x:%<:>sin3x:sin£©3x:z+2k7z ou 3x:7r—%+2k7r:5?ﬁ+2k7z , keZ

w  2krw 57 2krx
SX=—+—— 0U X=—+— , keZ
18 3 18 3

. . T 2kt .
e Parmiles solutions de type x = = + —on cherche celles qui sont dans | — m; 7].

On peut procéder comme précédemment par tatonnement pour trouver les valeurs de k.
On peut également les déterminer de maniéere rationnelle en cherchant les entiers k tels :

. 2krm
T <—+——=71
18 3
2k 1 2k 1 2k 1 1 2k 17 7 1
—7r<£+—ﬂ£7z<:> -l<—+—<1 & —1——<—£1——<:>——9 —=<— <:>—5— k<5—
18 3 18 3 18 3 5 18 3 18 36 36
Comme k est entier, les valeurs possibles sont: —1,0,1
. . T 2z 117 T 7 2n 137
Ce qui donne comme solutions: ———=——, —, et —+—= —
18 3 18 18 18 3 18

e On fait de méme pour les solutions de type :

57T 2km
X =
18 3
—ﬂ<5—”+2k—”£7r<:> —1<i+%£1 & —1—i<%£1—i<:>—§ %<E @—@<k<§
18 3 18 3 18 3 18 18 3 18 36 36

Comme k est entier, les valeurs possibles sont: —1,0,1
. . St 2&m 1 57 S5 2n 1Ix
Ce qui donne comme solutions: ———=——, —, et —+—= —
18 3 18 18 18 3 18
11m 77r T 57'[ 137‘[ 17m

“ 18’ 18°18° 18’18 ' 18

g N NI E NN NN NN AN NN NN NN NN NN EE NN NN NN EE NN NN NN NN NN NN NN NN E NN NEEEEEEEEEEEEEEEEEEE,
.

*

‘e

A VOUS DE JOUER 11

. 1
Résolvez sur | —m; ] : cos2x = -3
COS2X =——<>COS2X =COS...ccvvvreenn. S 2N =i, OU X = iviieeeeiieeeeieennns , keZ
D X S OU X = reiiieeeiiieeeeeneeieeseneeeesseneens , keZ

K=o D X =i k=.eee. D> X =i

Les autre valeurs de k ne conviennent pas

e Parmiles solutions de type X=.....ccccccevrnurrennn. , on cherche celles qui sont dans ....................
k= = X =i k=.......... = X =i

N NN NN NN NN NN AN SN EEEEEESENES NS N EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

%)
I
c“\
-

‘e

o
.

l-"

S E NN NN NN NN NN NN NN AN NN NN EANEENEEEEEEEEEEEEEEEEE,,
3
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Résolution des inéquations trigonométriques sur un intervalle d’amplitude 2

L’ESSENTIEL

Résoudre cos x < a sur un intervalle / d'amplitude 21
Si:a < —1:I'équation n'a pas évidemment de solution.
Si:a > 1:tout x de / est solution.

Sia e [-1;1],

On cherche les angles & dans / tel que : a = cos 6

Ces angles vont étre des bornes de I'ensemble solution. On doit les choisir dans /.
On trace la droite x=a.

On surligne I'arc correspondant a I'inéquation donc a gauche de la droite.

On détermine |I'ensemble solution en parcourant / dans le sens direct.

Exemples :

IS

1. Résoudredans I =] —m;m]: cosx < 5

2 V4
COSX = — <> COSX =COS—
2 4

<

- V4 V4
Les angles limites sont donc 7 et e

/o
|
==

2

On trace la droite x=7 .

Cela revient a tracer la droite passant par les 2
points trouvés précédemment.

On surligne I'arc de cercle a gauche de la droite.

N

A
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On parcourt l'intervalle I =]— ;7] en partant de
—7 (exclus) dans le sens direct.

On doit accepter l'arc entre —r et —% puis entre

T
Zetr.
4

T T
S:]_TE;_Z]U[Z;TE] &J

Faire attention aux bornes ouvertes et fermées !

IS

2. Résoudredans [ = [0; 2m[: cosx < 5

2 V4
COS X =—— <= COSX =C0S—
2 4

VY4

- /4 s
Les angles limites sont donc 2 et —Z+27r:T.

Comme précédemment, on trace la droite et on surligne I'arc de cercle.
Mais on va partir de 0.

On doit accepter l'arc entre % et %r -> S:[%;

Nk

7

Pour résoudre : cosx =a, on procede de méme, mais il faut surligner I'arc a droite de la droite tracée.

e EN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN EEEEREEEEEEEREEEEEEEEREEEEE,
.

.

-
‘.

’

Q A VOUS DE JOUER 12
¢

1. Résoudredans! =] —m;m]: cosx =

N |-

1 "
cosx=5<:> COSX =COS.eeererrannnns Les angles limites sont donc

On trace la droite d'équation ..................
On surligne I'arc de cercle a ... de la droite.

On parcourt l'intervalle I =]- 7; 7] en partant de ...............

| g

(exclus) dans le sens ........ccccoeceeereeeeeeennne.

On doit accepter l'arc entre .......cccceveeeeeeeecenennens

S =

2. RésoudredansI = [0;2m[: cosx = %

cosx = % S COSX =COS...cvvvnnnn..

Les angles limites dans I sont donc g (<]

On parcourt l'intervalle 1 =[0;27z[ en partant de ........ )
dans le sens ......coccevenene

On doit accepter les arcs entre ......ccvecvecceevevevieseeeseeveens et

NN NN NI NN NN AN NN NN EI NN AN A NN NN NN NN ENE AN NN NN NN NN IENENENNNNNNNEEEEEEEEEEEE,,
g

JSEEEEEEEEE

.
NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NSNS E NSNS E NN NSNS E NSNS E NSNS E NN NN NN SN SN NN NN EENEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEmEs®

0
e

o
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L’ESSENTIEL

Résoudre sin x < a sur un intervalle | d'amplitude 2mn
Si:a < —1:I'équation n'a pas évidemment de solution.
Si:a > 1:tout x de / est solution.

Sia € [-1;1],

On cherche les angles & dans I tel que : a = sin @

Ces angles vont étre des bornes de I'ensemble solution. On doit les choisir dans /.
On trace la droite y=a.

On surligne I'arc correspondant a I'inéquation donc ici sous la droite.

On détermine I'ensemble solution en parcourant /.

On voit que les principes sont les mémes, mais qu'on utilise une droite horizontale.

AL LA L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L LR L L L]

A VOUS DE JOUER 13

‘e
*

*

*

: . . 1 :
: Résoudre dans I = [0; 27| : sinx < 5 :
5 o1 . :
: smx=§(:>smx=sm ......... :
:  Ontrace ladroite ¥ =............
: Onsurligne I'arc de cercle ........cocvveierneneinnnne. de la droite.
i On parcourt l'intervalle [/ =[0;27[ en partant de ........ (cereerereereeenn ) dans le sens ........ccuuee.e.
I On doit accepter 1es arcs entre .........ocoevveeveesrveerennens =) AR . :

.
T
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LE TEMPS DU BILAN

» Dans ce chapitre, vous avez appris une nouvelle mesure d'angle : le radian a I'aide de |'enroulement de
la droite des réels.

Angle en degrés |6 ‘ 30° | 45° | 60° | 90°
Angle en radians [l L R A
6 4 3 2

» Cela permet d'élargir les notions de sinus et cosinus a I'ensemble des réels (voir le chapitre Fonctions
trigonométriques dans le module Fonctionsll).

AP ECIG I 0 | 30° | 45° | 60° | 90°
Angle en radians [ z z z z
6 4 3 2

1
COS X 1 ﬁ ﬁ l 0

2 2 2
o L 2B

2 2 2

» Voici les formules a retenir :
Pour tout réel x :
—1<cosx<1 —-1<sinx<1
cos’x+sin’x=1

cos(x+2m)=cosx sin(x+2m) =sinx

cos(—x) =cosx sin(—x) = —sinx
cos(m+x)=—cosx sin(mw+x)=—sinx
cos(m—x)=—cosx sin(m—x) =sinx

» Vous avez également appris a résoudre les équations et inéquations trigonométriques en utilisant 2
formules importantes d'angles associés :

cosx =cosaex=a+2kmr ou x=—a+ 2km k€eZ
sinx=sinae x=a+ 2kmr ou x=n—a+ 2knm keZ
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Abordons maintenant une série d’exercices, afin de vérifier vos connaissances.
Les exercices ont été classés dans un ordre d’approfondissement croissant.
Les réponses aux exercices se trouvent en fin de manuel.

EXERCICE @

On considére un carré ABCD de coté 1. Calculez AC.

(2]
L
—
O
o
L
x
w

En déduire les valeurs exactes de : COSZ ; smz.

<< ©

On considere un triangle équilatéral ABC de c6té 1. On appelle H milieu de [AB]. Calculez CH.

LT T . T
En déduire les valeurs exactes de : Slng ; Cosg ; Slng. J

<< ©

J
1. Déterminez les points images par enroulement de la droite des réels
. . T 27 " .
suivants : ”’E’_E’? . On utilisera les angles correspondants en degrés. A O
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2. Donnez le signe du cosinus et du sinus d’un réel x si son point J
~
image est situé sur I'arc JA.

m
x
m
X
o
0
m
(7]

< ©

2r
1. Convertissez ? en degrés.

) 27 4r 61 87 . e s J
2. Placez les images de ?,?,?,? sur le cercle trigonométrique a

|'aide d'un rapporteur.

. L2 . . 8r
4. Prouvez la conjecture sm?+sm?+sm?+sm?.
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< ©

Résoudre en s’aidant du cercle trigonométrique sur ]—7r; +7r] puis sur R I'’équation :

%)
L
=
O
oc
L
x
w

. 1
sinx=-—.
2

EXERCICE @

Un manege de rayon 4 m fait 2 tours par minute dans le sens des aiguilles d'une montre. On repeére
I'emplacement du cheval blanc a t =0 au point A.

> 3

4m

1. Ou est-il apres 2min20s ?
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2. Quelle distance a-t-il parcourue ?

Corcroce J-o

Résoudre sur R

m
x
m
X
o
0
m
(7]

|
&
o
(o]
*
x

|

|

3 1
a) cosx = cos(—g) b) cosx=——— ) sinx= cos(z) d) cos2x=
2 2 6 2

EXERCICE @

Résoudre sur |—; 7] :

1. cos(2x— %) =CoSX
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2. sinx—4sinx+3=0

(2]
L
—
O
o
L
x
w

EXERCICE @

Résoudre sur 1— ;7] : (2cosx—\/§)(cosx—1)20
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LES CLES DU BAC L@{

Les principales compétences :
e Savoir placer un point image par enroulement de la droite numérique autour du cercle
trigonométrique.
e Calculer le sinus ou le cosinus d'angles remarquables.
e Simplifier des expressions trigonométriques avec les angles associés.

La trigonométrie fait souvent I'objet de questions de QCM, plus rarement d'un exercice complet (méme sion
ne peut rien exclure !).

Voici les exemples de questions d’'un QCM

Question 1

Pour tout réel x, cos(z + x) est égal a:

[ cosx
O —cosx
O sinx
O —sinx

Il s'agit d'une question de cours : — cos x

Question 2

707 A .
a le méme point image que :

Cela revient a placer le point image par enroulement de la droite.

70=4x1742 — 0" _ ignin—Ce _18n 4"
= g Ot EToETien S

On aurait également pu vous demander de placer le point image sur le cercle trigonométrique.

Question 3

Pour tout réel x, cos(g?’Tﬂ) est égala:

Dl O -1
2

O 0 0



Cette question ressemble a la question précédente : il faut trouver un angle plus simple ayant le méme

L 931
point image que T

96=6x15+3 2 = 150+ = 16 +Z —16n-ZC Iy=0
= 6—n6—nn2—n2cos(2)—

Question 4
L'équation sinx(2cos’ x—1)=0 admet sur ]— ;] exactement :

[0 1 solution

O 2 solutions
O 4 solutions
[0 6 solutions

Une question plus complexe (niveau Terminale).

sinx (2cos?x—1)=0&sinx =0 ou 2cos’x—1=0
sinx=0 x=0oux=m

2C052x—1=0<:>C052x=%
V2 .4 .4
Cosx=—— X=oux=—_
V2 3w 3w
COSX = ——— X=—-oux=——

6 solutions.



CHAPITRE 2
PRODUIT SCALAIRE

Le produit scalaire est un concept particulierement important
en physique des forces. Cependant, sa maitrise est avant tout
mathématique.

Au cours de ce chapitre, nous allons tout d’abord voir la
définition et les propriétés du produit scalaire. Ses identités
remarquables seront alors vues. Le cas particulier de
I’orthogonalité sera alors appréhendé.

Vous allez I'étudier dans le plan, mais il peut se généraliser
dans un espace de toutes dimensions, en particulier en 3
dimensions comme vous le verrez dans le programme de
Terminale.

Q COMPETENCES VISEES

= Utiliser le produit scalaire pour démontrer une orthogonalité,
pour calculer un angle, une longueur dans le plan ou dans
I’espace.

= Envue de la résolution d’un probléme, calculer le produit scalaire
de deux vecteurs en choisissant une méthode adaptée (en
utilisant la projection orthogonale, a I'aide des coordonnées, a
I'aide des normes et d’un angle, a I'aide de normes).

= Utiliser le produit scalaire pour résoudre un probléme
géométrique.

Q PRREQUIS

= Vecteurs.
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ACTIVITE

On veut déplacer un chariot qui suit un rail du point A au point B. Il n'y a pas de frottement.

1. Quelle est la condition nécessaire sur l'angle a pour que la force permette le déplacement ?
En physique, le travail d'une force constante exercée sur un objet qui se déplace de A a B, s'exprime par :
W(F)=F x ABxcos &

2. Quelle condition sur le travail permet le déplacement de A vers B ?
L'expression W/(F)=FxABxcosa est celle du produit scalaire de F et AB.
Elle se note : W(ﬁ) =F-AB.
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CORRECTION

1. L'angle a doit étre un angle aigu. Dans le cas contraire, la force entraine le chariot vers le bas.
2. adoit étre un angle aigu, donc cosa >0, donc W(F)>0. Le travail de la force doit étre positif.
3. Le chariot va finir par redescendre a cause de son poids P .
W(P)=P-AB=PxABxcos /3
[ est un angle obtus. Donc cos <0 et W(P)<O0.
Le travail du poids est négatif. On dit que le travail est résistant.

@ PRODUIT SCALAIRE
Définition et propriétés du produit scalaire

L’ESSENTIEL

Soient deux vecteurs % et ¥ non nuls.

Soient A, B et C tels que AB soit un représentant de U et AC un représentant de
Le produit scalaire de % et ¥ se note : U - ¥ avec

- U= |[ull 5]l cos(BAC)

AB - AC = ||AB|| x ||AC|| cos( BAC) = AB x AC x cos( BAC)

Siu=0ouv=0alorsu-v=0

L’ESSENTIEL
U - U senote u?
(1) u-u = u* = |lull?

(2) AB-AB = AB? = |[AB||" = AB?

Justification :
Soient A et B tels que ABsoit un représentant de U .

G-t =|d] |d]|cos(BAB) =i car BAB=0

On en déduit immédiatement (2).
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Exemple :

ﬁ-E=Hﬁi“x”ﬁ”cos(BAC):6><3><%=9
AB-AB=AB?=36
AC-AC=AC?=9

Cas des vecteurs colinéaires :

L’ESSENTIEL

Si AB et AC sont colinéaires de méme sens : AB - AC = AB X AC

Si AB et AC sont colinéaires de sens contraires : AB - AC = —AB X AC

Justification :
Si AB et AC sont colinéaires de méme sens :BAC =0 donc cos(BAC)=1 d'ou AB-AC=ABxAC
Si AB et AC sont colinéaires de sens contraires : BAC= 7 donc cos(BAC)=—1 d'ou AB-AC=—ABxAC

Exemple :

°
4
®
Y
®

6 A 3

AC-AD=-3x6=-18

A VOUS DE JOUER 14
BAC = g cos( BAC)

=4 Xt A
_ B
CB=AD et BAD=......... donc
N
: _ AB-CB=AB ... ABC et ABD sont des triangles équilatéraux ::
O« - o1 { I
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L’ESSENTIEL

Symétrie du produit scalaire : soient 2 vecteurs U et ¥

- o - —
u-v=v-u

Justification :
Si 4 et v sont non nuls, soient A, B et C tels que ABsoit un représentant de (i et AC un représentant de V

-7 =[] [¥] cos(BAC) =[] [¥] cos(cAB) =¥ -

Si l'un des 2 vecteurs est nul, le résultat est évident.

Propriétés de bilinéarité

L’ESSENTIEL

Propriétés de bilinéarité : soient 3 vecteurs U, ¥ et w

Exemples :

u-Bv)=3u-v (4u)-Bv)=124-v U (-V)=—u-V
u-Bv—-w)=3u-v—u-w

Uu-v-2u-w=d-(v-2w)

AB-(BC+AB)=AB-BC+AB  =AB-BC+AB’

A VOUS DE JOUER 15

Ecrire en fonctionde U - v, U -w et ¥U-w

- - 1 . - e

U (—2V)=rieiirriininnne 5(4u)-(5 W)= iiereennn U-(W— V)= enrnnennnnns

(U=2V) (W)=, :
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@ PRODUIT SCALAIRE
Identités remarquables du produit scalaire, formule d’Al-Kashi

Les identités remarquables

L’ESSENTIEL

1) [U+7)%2=u?+2u-v+ 9% = ||ull® + 2u - v + |92

) ||u-—7v|?=u?-2u- v+ v?

3) @ +7D) - @ —7) = 1% —

Attention a ne pas oublier le point du produit scalaire !

Justification de (1) :

||¢7+\7||2 =(U+V).(d+V)=U-(U+V)+ V-(U+V)

=G+ UV -0+ =[] +2d v+

A VOUS DE JOUER 16
R . Fy Justifiez-le (3) de I'essentiel
O N 2 T

Exemple d'application :

D C
A 4 B

ABCD est un parallélogramme.

AB=5 AD=22

On veut calculer AC :

2

2 - -
AC? =HAC =“AB+BC or BC=AD car ABCD est un parallélogramme.

AC? = AB” + AD* + 2AB-AD

N

2
=AB’ +AD’ +2 ABxADxcos%=52+(2\/i)2+2><5><2\/5><T=25+8+20=53

AC=+/53
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A VOUS DE JOUER 17

En reprenant les données de I'exemple, calculer BD.

D C

A Lt B

2 — ) — —p2 _ :

BD’ =|| = ||BA+ ........ = ”AD — e or BC=....... car ABCD est un parallelogramme.
S R
o L o eeeerreseeseereensssosteseastamon =13

RD = &

Application : formule d’Al-Kashi

Une application intéressante de l'identité remarquable (1) est le calcul des angles et des longueurs dans un
triangle quelconque.

L’ESSENTIEL

On considére un triangle ABC avec :
AB=c AC=b BC=a

Formule d’Al Kashi :
a? =b%+c%—2bccos A

Démonstration des formules d’Al Kashi :
2 _nr? BA L A2 o n? N AR L AR A2 2 o AR
a” =BC” =(BA+AC)"=BA +2BA-AC+AC =BA" +AC —2AB-AC
=c’+b*-2 Hﬁ“ “RHCOS(BAC) =c? + b* —2bccosA

> On obtient de méme les deux autres formules d’Al Kashi :
b%? =a%+ c% —2accosB c2=a%®+b%—-2abcosC

A VOUS DE JOUER 18

Justifiez I’équation suivante : b? = a® + ¢? — 2accos B
—2
b? = AC” = (b ) =AB +uririene. =AB’ +BC” =2
= 0 F s e :
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Le théoreme de Pythagore et sa réciproque peuvent étre déduits de la formule d'Al Kashi.

Si ABC est rectangle en A, cosA =0 donc a’ =c” +b* (Théoréme de Pythagore)

Si a*> =c® +b?,alors —2cosA =0 donc a’> =c* +b*cosA=0

Comme bc #0, on cosA =0
Le triangle est rectangle en A, (Réciproque du Théoréme de Pythagore)

Exemple :

Déterminer les angles du triangle en degrés arrondis au dixieme de degré.

c

a=4 b=5 c=6
b*+c?—a®  25+36-16 45 3

a’ =b’ +c* —2bc cosA <> COSA= == A=41,4°
2bc 60 60 4
2 2 2
A .~ 4a’-b® 36+16-25 27 9 -
b> =c® +a’ —2ac cosB < cosB=""2 = =22 -~ PB=x55,8°
2ac 48 48 16

C=180—-A—-B C~82,8°

Py
o*

Y

A VOUS DE JOUER 19

2. Déterminer la valeur exacte de FE.

C
1. Déterminer les angles du triangle
en degrés arrondis au dixieme de 3
degré.
A 6
a=4 b=............ii. Lol T
2 =bie © cosf o it e e
2bc
D2 = S COSB = i, B
C=180—.....ccvvnenrnnnnn. Cmuiiiinnni

AN NN NN NN NN NN NN NS NN NN NN NN NN NN NN NN NSNS NS NN NN NN NS NE NN NN NS NENEEEEEEEy,

S N E NN EEEEEEE AN NN NN EEEEE NN NN NN EEEEE SN NN NN NN EEEEEEE NS NN EEEEEEEEEEEEEEEEEE

3
‘e
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‘e
*

",

On connait la valeur de I'angle en ..........

-
“sanssEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

*

*

@ PRODUIT SCALAIRE
Orthogonalité de vecteurs

Produit scalaire et orthogonalité

L’ESSENTIEL

Soient deux vecteurs 4 et ¥ non nuls.

Soient A, B et C tels que AB soit un représentant de U et AC un représentant de v.
U et ¥ sont orthogonaux si et seulement si (AB) et (AD) sont des droites
perpendiculaires.

Par convention, le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur.

L’ESSENTIEL

Condition d'orthogonalité :
Deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul.

Justification :

Si U et V sont non nuls, soient A, B et C tels que ABsoit un représentant de U et AC un représentant de V

UV =0<> ||| [v]cos(BAC)=0 <> cos(BAC)=0 cari=0 et v=0
< (AB) L (AC)

Si l'un des vecteurs est nul, ils sont orthogonaux par définition et leur produit scalaire est nul.
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Produit scalaire et projection orthogonale

L’ESSENTIEL

On considere une droite (d) et un point M.

e Si M n’appartient pas a (d), le projeté orthogonal de M sur (d) est I'intersection
entre (d) et la droite passant par M et orthogonale a (d).

e Si M appartient a (d), le projeté orthogonal de M sur (d) est M.

H est le projeté orthogonal de M sur (d).
A est son propre projeté orthogonal sur (d).

Remarque : MHest orthogonal & tout vecteur
directeur de (d), en particulier 8 AH

L’ESSENTIEL

Propriété :

Soient 4 points A, B, C et D avec A et B distincts.

On appelle C (respectivement D’) le projeté
orthogonal de C (respectivement de D) sur (AB).

AB-CD = AB - C'D’

Démonstration :

On prend les notations de la propriété.
A—B~ﬁ)=A—B~(@+(ﬁ+ﬁ):ﬁ~@+@-@+ﬁ~tﬁ:ﬁ-ﬁ

C’ (respectivement D’) est le projeté orthogonal de C (respectivement de D) sur (AB).

.CC'=0 et AB-DD=0
.CD=AB-CD'

Onadonc: AB
Il en résulte : AB

L’ESSENTIEL

Soient 3 points A, B et C avec A et B distincts.
On appelle H le projeté orthogonal de C sur (AB).

AB -AC = AB - AH
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Démonstration :

Il s’agit d’un cas particulier de la propriété précédente avec : C =A.

Exemple :

AB=4 Calculer AB-AC.
ABC est isoceéle en C, donc (CD) médiane de ABC est également la
hauteur issue de C. D est donc le projeté orthogonal de C sur (AB).

AB-AC=AB-AD=ABxAD=4x2=8
Remarque : le produit scalaire ne dépend que de la base AB.

L'utilisation du projeté permet d'aller parfois plus vite ; mais on peut
B généralement s'en passer. Méthode sans utiliser le projeté :
il

S NN NN NN NN NN NN AN NN NSNS NN NN NN NN NN N NSNS E NSNS NN EEEEENNENNNAEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE
.

T ABC est isocele en C, donc (CD) médiane de ABC est également la
hauteur issue de C.

AB-AC=AB-(AD+DC)=AB-AD+AB-DC et AB-DC=0
AB-AC=ABxAD=4x2=8

A VOUS DE JOUER 20
: En reprenant les données de I'exemple, calculer BD.
: 1. Calculer BA-BC :
Hestle e de Csur (AB). 5
On adonc
P BA-BC=BA-. = BAX.crn = A g
e
2. Calculer CA - CH
H EST 18 ettt s e s e e e
Onadonc: CA-CH=CH-.......... =
D'APres 1€ v dans BHC,
fOBH TS donc CH =i, =9
On en déduit que : CA-CH=oovonn. .::
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LE TEMPS DU BILAN

» Ce chapitre a permis de définir le produit scalaire de 2 vecteurs et d'en voir des premiéres applications
comme les formules d'Al Kashi. Il faut retenir ses principales propriétés :

Soient deux vecteurs U et V non nuls.

Soient A, B et C tels que ABsoit un représentant de Ui et AC un représentant de V. Le produit scalaire
de Uet Vsenote: U-V avec

<

- = |[ull 5]l cos(BAC)

AB - AC = ||AB||  ||AB|| cos(BAC) = AB x AC x cos( BAC)
Siii=0 ou ¥ =0 alorsii- ¥ =0

> U-U se note u?

o= u? = lll®

> Propriétés de bilinéarité : soient 3 vecteurs U, V et
> U-(W+w)=W+w) - u=u-v+u-w

u- (kv) =ku-v

U + V> = u? + 2u - ¥ + v = |[ul|* + 2u - ¥ + ||[V]|?

- -2

>
>
> Uu—-7|>°=u?>-2u-v+7v
>

@+ D) (@ — D) =2 — 2
» On considéere un triangle ABC avec : C
AB=c AC=b BC=a

Formule d’Al Kashi :

a? = b% + ¢* —2bccos A A B

> Condition d'orthogonalité :
Deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul
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Abordons maintenant une série d’exercices, afin de vérifier vos connaissances.
Les réponses aux exercices se trouvent en fin de manuel.

EXERCICE @

Soient A, B et Ctels que : AB-AC=2 .0n appelle I le milieu de [AC].
Calculez : BA-AC etBA -Cl.

EXERCICE o

ABCD est un parallélogramme. On donne : AB=4 cm ; AD=8 cm ; BAD = 60°
1. Déterminez AB-AD.

EXERCICE e
AB?

1. Soient deux points A et B et | le milieu de [AB]. Montrer que MAZ+MB2=2 |v||2+T
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2. Soit ABC un triangle. | est le milieu de [BC]. AB=3 cm ; BC=4 cm ; AC=6 cm.
Calculez Al au mm prés.

(%)
L
=
O
o
L
x
w

EXERCICE e

On considére un triangle ABC de centre de gravité G avec BC=a AC=b et AB=c. Calculer GA’ + GB? + GC?
en fonctionde g, b et c.

Indications : on pourra utiliser A’, B’ et C’ les milieux respectifs de [BC], [AC] et [AB] et appliquez le théoreme
de la médiane.

Rappel : le centre de gravité est au 2/3 de chacune des médianes.

EXERCICE e

1
Soit ABC un triangle. Montrez que : AB’ +BC® > EAC2
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EXERCICE e

ABC est un triangle : AB= \/E AC = \/g BC =3. Déterminez la valeur exacte de B .

m
x
m
X
=
0
m
(7))

EXERCICE e

Vs
ABCestuntriangle:AB=4 AC=6 A= 3 Calculez BC.

EXERCICE 0

On considére un triangle ABCavec: AB=c AC=b BC=a

Montrer que :
a b c

sinA - sinlg sinC

Indication : on pourra utiliser C', projeté orthogonal de C sur (AB) et calculer de 2 manieres :
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EXERCICE @

Soit ABC un triangle. AB=4 ; AC=6; A = 60°. Déterminer BC et Cen appliquant successivement la formule
d’Al Kashi et la formule des sinus.

%)
L
=
O
o
L
x
w

EXERCICE e

On considére un carré ABCD de c6té a. On appelle E le milieu de [AB] et D c

F Iintersection entre (AC) et (ED). L'objectif est le calcul de CFDavec
deux méthodes.

1. Méthode avec les produits scalaires

. __. a’°
a) Montrez que AC-ED:?
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2. Méthode géométrique
a) Déterminez les expressions de FC et FD en fonction de a.

c) En déduire la valeur approchée au dixieme de degré prés de CFD.

Avant de commencer le devoir, jetez un coup d’ceil aux Clés du Bac...

G Vous pouvez maintenant =t @
faire et envoyer le devoir n°1 M
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